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Для полубесконечного слоя в пространстве произвольной размерности дано решение смешан-
ных краевых задач Дирихле — Неймана (краевые условия 1-го и 2-го рода) и Дирихле —
Неймана — Робена (краевые условия 1-го, 2-го и 3-го рода) для уравнения Лапласа в классе 
функций медленного роста. Рассмотрены примеры. 
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Введение 
Гармонические функции двух и трёх переменных описывают многие стационарные 
процессы подземной гидродинамики [1], электромагнетизма [2], теплопроводности [3]-[6] 
и т. д. Поэтому поиск решений различных краевых задач для уравнения Лапласа (и новых 
более простых форм решений) является весьма актуальным. В данной работе дается ре-
шение смешанной краевой задачи для уравнения Лапласа для полубесконечного слоя в 
пространстве произвольной размерности в классе функций медленного роста. Правые час-
ти краевых условий являются функциями медленного роста, в частности полиномами. 
1. Постановка задачи 
Введём следующие обозначения: 
             
                           
                    
  
  
   
    
  
    
 
  
   
 
  
   




Рассмотрим смешанную краевую задачу:  
                                    (1) 
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                           (2) 
                       
        (3) 
                                  
         (4) 
Здесь   и   — постоянные, одновременно не равные нулю. Если одна из них равна нулю, 
то имеем смешанную задачу Дирихле — Неймана, если обе отличны от нуля — смешан-
ную задачу Дирихле — Неймана — Робена. 
Решение будем искать в классе функций медленного роста: 
           
  
   
                     
для некоторого    и для каждого          Здесь   
            , 
           
            
Заданные функции в правых частях краевых условий       ,       ,        считаем 
функциями медленного роста. 
Если функции в правых частях краевых условий от   не зависят, то получим плоскую 
задачу для полуполосы: 
                            (5) 
                   (6) 
                      (7) 
                                (8) 
2. Схема решения задачи 
1. Продолжим функции        и       , заданные на   
                      
на всю гиперплоскость   
   , доопределяя их при     произвольно с сохранением мед-
ленного роста, например, как чётную по   или как нечётную. Продолженные функции 
обозначим         и        . Рассмотрим смешанную задачу Дирихле — Неймана для 
слоя: 
                        
               (9) 
                          
     (10) 
                             
     (11) 
Эта задача решена в [7]. Если         и         — полиномы от      , то её решения 
         также являются полиномами от         [8]  
2. Теперь рассмотрим смешанную задачу для полубесконечного слоя: 
                    
                  (12) 
                
       (13) 
                   
        (14) 
                                    
         (15) 
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где                                         
Решение этой задачи будем искать в виде ряда  
                             
 






       (16) 
Предполагая, что этот ряд сходится и сходятся ряды, полученные двукратным дифферен-
цированием его по     и    Эта функция удовлетворяет первым двум граничным услови-
ям. Для определения коэффициентов         потребуем, чтобы она удовлетворяла урав-
нению Лапласа и третьему граничному условию. 
Подставляя            в уравнение Лапласа и третье граничное условие, получим 
              
              
       (17) 
                                
    (18) 
где  
       
 
 




То есть коэффициенты ряда являются решением краевой задачи для уравнения Гельм-
гольца в полупространстве. Решения ищутся в классе функций медленного роста. В слу-
чае краевого условия Дирихле (         решение записывается в виде интеграла [9] 
(там решается более общее уравнение). В случае краевого условия Робена (          
подстановкой (при условии, что производные по   от         тоже имеют медленный 
рост) 
                            
задача Робена сводится к задаче Дирихле в классе функций медленного роста и после-
дующему решению ОДУ 1-го порядка (с параметром  ). Решение этого ОДУ в классе 
функций медленного роста единственное 
                   
 
 
        
3. Решение задачи 
1. Функция           является решением задачи (9), (10), (11), где         и         – 
заданные функции медленного роста. Эта задача имеет единственное решение в классе 
функций медленного роста, которое записывается в виде свертки [7], 
                                               
В частности, если         и         – полиномы, то и           тоже полином [8]. 
В случае     (для плоской задачи (5), (6), (7), когда        и        не зависят от 
                         ), 
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где       и       — продолжения функций      и      с положительной полуоси   на всю 
ось.  
Например, если      продолжена как чётная функция, а      продолжена как нечёт-
ная функция, то 
        
 
 
    
  
  
       
             
                       
 
  




    
  
  
       
             
                       
 
  




         
                         








         
                         




    
В этом случае 
                                
       
 
 
    
  
  
       
         







    
  
  
      
         
                  
 
 
    
Если      и      — полиномы, заданные на положительной полуоси, а      и       — 
те же самые полиномы на всей оси, то         тоже полином от       [8]. Например, если 
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и соответственно 
        
     
                  
то [8] 
        
 
 
    
  
  
      
     
         
             
                       
 
  
    
     
                 
                  
В этом случае 
                                
                 
                            
В случае     




          




                 




      
      
 
 
                   
   — функция Бесселя 1-го рода. 
В случае     для вычисления           и           применяем рекуррентную 
формулу [7] 
           
 
   
 
  
                   
2. Функция           является решением задачи (12), (13), (14), (15), где         — 
функция медленного роста по  . Как функцию переменного  , её можно разложить в ряд 






      поэтому ищем           в виде ряда (16), где 
        — решения краевой задачи в классе функций медленного роста для уравнения 
Гельмгольца для полупространства (17), (18). 
В случае плоской задачи, когда правые части граничных условий (2), (3), (4) не зави-
сят от  , имеем 
                       
 
   






      
       
                           (19) 
     
                 (20) 
где  
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Решение ОДУ (19) в классе функций медленного роста, удовлетворяющее граничному 
условию (20) имеет вид 
         
             
  
      
  
и формальное решение задачи (12), (13), (14), (15) для случая, когда правые части гранич-
ных условий (2), (3), (4) не зависят от  , дается рядом 
            
            
 
   






      
   
 
         




Если заменить этот ряд его отрезком, то полученная функция будет точно удовлетво-
рять уравнению (12), краевым условиям (13), (14) и приближенно краевому условию (15).  
Рассмотрим теперь случай, когда правые части граничных условий (2), (3), (4) зависят 
от         . 
Если граничное условие (18) является условием Дирихле          , то решение 
задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца (17), (18) в классе функций медленного роста 
дается интегралом [9] 
                         
  
  
      
        
  
                
            
      
   
 
                  
   — функция Макдональда. 
Формальное решение задачи (12), (13), (14), (15) для         дается рядом (16) с 
коэффициентами (21). Если заменить ряд (16) его отрезком, то полученная функция будет 
точно удовлетворять уравнению (12), краевым условиям (13), (14) и приближенно краево-
му условию (15). 
Если граничное условие (18) является условием Робена               , то 
указанной в пункте 2 подстановкой задача (17), (18) сводится к задаче Дирихле и её реше-
ние дается интегралом 
         
  
  
      
       
 
 
        
  
                    
                
      
   
 
      
    функция Макдональда. 
Формальное решение задачи (12), (13), (14), (15) для               дается ря-
дом (16) с коэффициентами (22). Если заменить ряд (16) его отрезком, то полученная 
функция будет точно удовлетворять уравнению (12), краевым условиям (13), (14) и при-
ближенно краевому условию (15).  
3. Решение задачи (1), (2), (3), (4): 
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4. Примеры 
1. Верхняя сторона полубесконечной пластины теплоизолирована, на нижней стороне 
поддерживается температура           , на боковой стороне поддерживается нулевая 
температура.  
Решение. 
Имеем смешанную задачу Дирихле-Неймана: 
                                   
                               
                        
         
                               
Продолжим функции            и          с полуплоскости             на 
всю плоскость, положив                       Тогда [8] 




   
          
          




                        
  
 
                
                            
следовательно,             и решением задачи является гармонический полином 
                        
2. Верхняя и боковая стороны полубесконечной пластины теплоизолированы, на ниж-
ней стороне поддерживается температура            . 
Решение. 
Имеем смешанную задачу Дирихле — Неймана: 
                                    
                                 
                       
        
                        
          
Продолжим функции             и          с полуплоскости             на всю 
плоскость, положив                        Тогда [8] 
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следовательно,             и решением задачи является гармонический полином 
                              
 
 
                
3. Верхняя сторона полубесконечной пластины теплоизолирована, на нижней стороне 
поддерживается температура            , на боковой стороне происходит теплообмен 
со средой с нулевой температурой. 
Решение. 
Имеем смешанную задачу Дирихле — Неймана — Робена: 
                                    (23) 
                                 (24) 
                        
        (25) 
                                  
         (26) 
Так же, как в предыдущем случае 
           
                    
 
 
                
                                       
           
 
 
                
       
 
 
        
 
 
             
     
где  
  
     
                 
    
      
                                  
   
                           
 
   
  




       
 
 
         
 
  
                    
              
    
          
  
  
            
 
 
         
     
    
 
               
         
  
  
     
         
                                             
Решение задачи: 
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Приближенное решение 
                              
 
 
                                
 
   
  
Эта функция точно удовлетворяет уравнению (23) и граничным условиям (24), (25), 
граничному условию (26) она удовлетворяет приближенно. При малых     ошибка неве-
лика. Приведем графики приближенного решения (температуры) в сечениях       и 





Рис. 1. График температуры   в сечении       
               
Рис. 2. График температуры   в сечении     
(              
 
 
Рис. 3. График ошибки                                
для                     
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Заключение 
Дано решение смешанных краевых задач для уравнения Лапласа в полубесконечном 
слое, использующее полученное ранее решение смешанной краевой задачи для слоя. Рас-
смотрены примеры решения задач Дирихле-Неймана и Дирихле-Неймана-Робена, описы-
вающих температурное поле полубесконечной пластины. 
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The paper offers a solution of the mixed Dirichlet-Neumann and Dirichlet-Neumann-Robin 
boundary value problems for the Laplace equation in the semi-infinite layer, using the previously 
obtained solution of the mixed Dirichlet-Neumann boundary value problem for a layer. 
The functions on the right-hand sides of the boundary conditions are considered to be func-
tions of slow growth, in particular, polynomials. The solution to boundary value problems is also 
sought in the class of functions of slow growth. Continuing the functions on the right-hand sides 
of the boundary conditions on the upper and lower sides of the semi-infinite layer from the semi-
hyperplane to the entire hyperplane, we obtain the Dirichlet-Neumann problem for the layer, the 
solution of which is known and written in the form of a convolution. If the right-hand sides of 
the boundary conditions are polynomials, then the solution is also a polynomial. To the solution 
obtained it is necessary to add the solution of the problem for a semi-infinite layer with homoge-
neous boundary conditions on the upper and lower sides and with an inhomogeneous boundary 
condition of Dirichlet, Neumann or Robin on the lateral side. This solution is written as a series. 
If we take a finite segment of the series, then we obtain a solution that exactly satisfies the La-
place equation and the boundary conditions on the upper and lower sides of the semi-infinite lay-
er and approximately satisfies the boundary condition on the lateral side. 
An example of solving the Dirichlet-Neumann and Dirichlet-Neumann-Robin problems is 
considered, describing the temperature field of a semi-infinite plate the upper side of which is 
heat-isolated, on the lower side the temperature is set in the form of a polynomial, and the lateral 
side is either heat-isolated, or holds a zero temperature, or has heat exchange with a zero-
temperature environment. For the first two Dirichlet-Neumann problems, the solution is obtained 
in the form of polynomials. For the third Dirichlet-Neumann-Robin problem, the solution is ob-
tained as a sum of a polynomial and a series. If in this solution the series is replaced by a finite 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
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segment, then an approximate solution of the problem will be obtained, which approximately 
satisfies the Robin condition on the lateral side of the semi-infinite layer. 
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